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Abstract 

We are mainly interested here in Kazhdan's property T for measured equiva- 
lence relations. Among our main results are characterizations of strong ergodicity 
and Kazhdan's property in terms of the spectra of diffusion operators, associated 
to random walks and hilbertian representations of the underlying equivalence re- 
lation. The analog spectral characterization of property T for countable groups 
was proved recently by Gromov (and Ghys Our proof put together 

the tools developed in the group case and further crucial technical steps from 
the study of amenable equivalence relations in As an application we show 
how Zuk's "Ai > 1/2" criterion for property T can be adapted to measured 
equivalence relations. 
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1. Introduction 



Get article succede a jH] et concerne principalement I'etude de la propriete T de 
Kazhdan pour les espaces singuliers. 

Nous avons divise cette introduction en trois parties, une presentation des resultats 
spectraux evoques dans le titre, suivie de quelques motivations, historiques et tech- 
niques, concernant ces resultats et la propriete T de Kazhdan ; nous terminons par 
exemple d'application. 



Etant donne un espace borelien standard X, on construit une relation d'equivalence 
borelienne a classes denombrables en effectuant une marche aleatoire sur X de la fagon 
suivante. Fixons pour tout x E X une loi de probabilite sur X, a support fini ou 
denombrable. Fixons un point Xq G X et langons une marche aleatoire sur X debutant 
en xq et de loi u. Ainsi on effectue un premier pas en xi selon la loi Ux^, un deuxieme 
pas en X2, selon la loi u^^^, et on itere. L'ensemble des trajectoires possibles de cette 
marche determine une orbite denombrable [xq] C X (l'ensemble des points atteints a 
partir de xo avec probabilite non nuUe), et lorsque le point de depart xq varie dans X, 
la partition en orbites de X ainsi determinee est une relation d'equivalence R sur X {on 
Ton suppose que Uxiu) > si et seulement si i^y{x) > 0). Gette relation d'equivalence 
est borelienne si le support Supp(z/) = {(x, y), Vxiy) > 0} de z/ est une partie borelienne 
de X X X. On notera z/(a; y) = I'xiy)- 

Fixons alors un espace mesure singulier Q. Rappelons que la structure mesuree sur 
Q est determinee par la donnee d'un espace de probabilite (X, /i) et d'une relation 
d'equivalence mesuree R a classes denombrables sur X telle que X/R = Q. (On dit 
alors que R est une relation d'equivalence desingularisante relative a Q.) On appelle 
marche aleatoire Q-periodique, et on note z/, la donnee d'une marche aleatoire z/ sur un 
espace de probabilite (X, /i) (au sens ci-dessus), definissant une relation d'equivalence 
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borelienne R pour laquelle /i est une mesure quasi-invariante, et telle que X/R = Q. 
La marche aleatoire Q-periodique z/ a lieu sur I'ensemble denombrable Q-periodique R. 
(cf. jH] pour la terminologie utilisee) 

Soit z> une marche aleatoire Q-periodique. Certaines proprietes de I'espace singulier 
Q se refletent dans le spectre d'operateurs de diffusion naturellement associes a z> de la 
fagon suivante. La relation d'equivalence R, partition de X en les orbites de u, est en 
particulier un groupoide mesure, et admet a ce titre des representations hilbertiennes. 
Soit TT une telle representation sur un champ mesurable H d'espaces de Hilbert de base 
X. On associe a et vr un operateur de diffusion D^^t, agissant sur I'espace H) 
des sections de carre integrable de if, defini par 



oil ^ G L'^{X, fi, H). Lorsque u est une marche aleatoire symetrique relativement a /i 
(cf. W^. cet operateur est hermitien borne et son spectre est une partie compacte de 
[— 1, 1]. On s'interesse alors a la propriete suivante. 

On dit que D^t, a un trou spectral (au voisinage de 1) si sa plus grande valeur 
spectrale distincte de 1 est strictement inferieure a 1. 

Soit z> une marche aleatoire Q-periodique. On appelle diffusions hilbertiennes as- 
sociees k u la. famille des operateurs D,^ .,^, lorsque vr parcourt les representations hilber- 
tiennes de la relation d'equivalence mesuree R associee a z>. On appelle diffusion simple 
associee k u la diffusion hilbertienne, agissant sur L^{X), associee a la representation 
triviale de R. 

Apres avoir mene une analyse detaillee de la propriete T de Kazhdan pour les es- 
paces singuliers, nous obtenons dans cet article les caracterisations spectrales suivantes. 

Theoreme 1. Un espace singulier ergodique de type fini Q, s'il est de type II, 
possede un quotient moyennable si et seulement si pour toute marche aleatoire Q- 
periodique symetrique bornee, la diffusion hilbertienne simple associee n'a pas de trou 
spectral au voisinage de 1. 

Theoreme 2. Un espace singulier ergodique Q possede la propriete T de Kazhdan si 
et seulement s'il existe une marche aleatoire Q-periodique symetrique dont les diffusions 
hilbertiennes presentent un trou spectral au voisinage de 1. 



1. L 'etude des marches aleatoires en milieu geometrique (algebrique) regoit une at- 
tention considerable depuis une cinquantaine d'annees. Le premier resultat obtenu dans 
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ce domaine est probablement le theoreme de Polya (1921) sur la recurrence/transcience 
des marches aleatoires dans IT (cf. |2Z1)- 

Le comportement spectral proprement dit des marches aleatoires, notamment la 
sensibilite du spectre aux structures geometriques (algebriques) sous-jacentes, a ete 
etudie pour la premiere fois en 1959 par Kesten. II demontrait alors le theoreme suivant. 

Theoreme 3 (Kesten \6'6\ I34j ) . SoitT un groupe de type fini. On fixe une marche 
aleatoire invariante symetrique D sur T , dont le support est un systeme generateur 
symetrique fini de T, et on note Voperateur de convolution associe d v, agissant sur 
£^(r). Alors Df^ a un trou spectral si et seulement si T est non moyennable. 

Ici I'operateur Da = )^ est associe a la marche aleatoire z/ et a la representation 
reguliere gauche A de F sur £^(r). 

Plus recemment, il a ete observe par Gromov |21j que Ton dispose d'une car- 
acterisation spectrale, analogue a celle de Kesten, de la propriete T de Kazhdan (il s'agit 
d'une infime partie du contenu de |25j)- Un groupe de type fini V muni d'une marche 
aleatoire invariante symetrique i) dont le support est un systeme generateur symetrique 
fini de r, a la propriete T de Kazhdan si et seulement si les diffusions D]^^ associees 
aux representations unitaires vr de F ont un trou spectral. Cette caracterisation, bien 
qu' element aire, est d'importance fondamentale. Elle permet par exemple de donner une 
preuve conceptuelle du « critere Ai > 1/2 » pour la propriete T (cf. ^24., .38^ ) . 

2. Une caracterisation spectrale analogue de la propriete T de Kazhdan pour les 
relations d'equivalence mesurees (et les espaces singuliers) est plus difficile a obtenir ; 
nous ferons notamment un usage important de techniques developpees par Connes- 
Feldman- Weiss [13] dans le cadre moyennable (un expose recent et detaille des differents 
concepts de moyennabilite fait I'objet de j3]). De fagon generale, nous devons determiner 
dans quelle mesure les proprietes spectrales des observables naturelles D^^^ associees a Q 
sont sensibles au passage d'une notion de quasi-periodicite Q triviale (i.e. d'une notion 
de periodicite) a une notion de quasi-periodicite non triviale — la reponse pouvant a 
priori dependre de la notion de quasi-periodicite choisie. Rappelons que, poursuivant 
le point de vue de jl^, nous nous interessons aux concepts de periodicite (type I) et 
quasi-periodicite (type II et III) qui sont decrits par les diagrammes suivants. 
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type I type II et III 

Sur le diagrammc dc gauche, Y est un complexe simplicial muni d'une action libre co- 
compacte d'un groupe denombrable F, et I'espace quotient Y est un complexe simplicial 
compact. L'application p est triviale et I'espace singulier Q est reduit a un point. Sur le 
diagrammc dc droite, S est un complexe simplicial Q-periodique. L'ensemble des som- 
mets de S est une relation d'cquivalcnce mesuree R agissant sur E, ct I'espace quotient 
X de'E par R est un espace borelien standard muni d'une structure de lamination par 
complexes simpliciaux (et d'une classe de mesure determinee par la mesure invariante 
sur Q). L'application p : X ^ Q est une desingularisation simpliciale de Q. L' espace 
singulier Q a le cardinal du continu. 



3. Decrivons plus precisement la situation. Le support d'une marche aleatoire Q- 
periodique u est un graphe Q-periodiquc S et la marche aleatoire u associee k u a 
lieu sur la desingularisation (discrete) de Q constituee des sommets X = E'-'^-' C E 
de la lamination E. Dans le cas des groupes, la presence de Faction cocompacte dc F 
a un caractere uniformisant et ramene essentiellement les possibilites de fluctuations 
de donnees periodiques (invariantes) a l'ensemble fini X = Y/T. Ainsi les donnees 
relatives a u (notamment les probabilites de transition 2/(7 7')) sont en nombre 
fini. On pent alors facilcment, par exemplc, deduirc d'informations ponctuellcs des 
controles uniformes sur ces donnees. Dans le cas quasi-periodique ce n'est plus le cas 
— bien qu'on fasse toujours une hypothese de type « cocompacite » en requerant 
que u soit symetrique bornee — et il faudra determiner si I'on pent s'affranchir de 
ces hypotheses de cofinitude sans entrainer de modifications fondamentales sur les 
observations spectrales effectuees. 

Nous verrons notamment que I'une des difficultes qui se posent provient du fait que, 

dans le cas quasi-periodique, des comportements non triviaux peuvent apparaitre sur des 
parties (quasi-periodiques) arhitrairement petites de I'espace; les controles uniformes 
ont lieu sur une majorite de I'espace seulement. Or ces « fiuctuations infinitesimales » 
peuvent avoir une influence sur les proprietes spectrales des operateurs D^ .,^ (rappelons 
que les operateurs Di, ,,^ agissent sur I'espace de Hilbert des sections de carre integrable 
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L?{X^H) associees au champ d'espaces de Hilbert if, ou la boule unite de L'^{X,H) 
contient des sections a support arbitrairement petit). La situation est reminiscente de la 
construction des nombres de Betti pour les relations d'equivalence |2l], oii I'auteur 
introduit des parametres de cut-off sur les homotopies pour en faire des operateurs 
bornes. 

4. Considerons d'abord le cas le plus simple de la representation triviale (theoreme 
Hj). Un exemple significatif pour lequel les ffuctuations evoquees au paragraphe precedent 
revelent effectivement une nature spectrale est donne par I'existence de complexes sim- 
pliciaux quasi-periodiques contenant ou non des suites de F0lner evanescentes (cf. |4T]). 
Plus precisement, la presence de suites de F0lner evanescentes dans le support de u est 
detecte par I'absence de trou spectral pour la diffusion associee a z/ et a la representation 
triviale (que nous avons appelee « diffusion simple »). Cette observation, qui repose 
essentiellement sur des techniques de Connes-Feldmann- Weiss [13j et Schmidt 
conduit au theoreme [T] (cf. ^TT]). 

5. Passons maintenant a la propriete T de Kazhdan. Rappelons que, par definition, 
une relation d'equivalence mesuree sur un espace de probabilite (X, /i) possede la pro- 
priete T si la condition suivante est verifiee. 

Toute representation hilbertienne possedant une suite de champs 
de vecteurs presque invariante, unitaire au sens oil = 1 pour 

presque tout x E X, possede un champ de vecteurs invariant a support 
total. 

Nous rappelerons en detail la terminologie utilisee ulterieurement ; nous voulons 
seulement ici attirer I'attention sur la signification de « champs de vecteurs unitaire » 
utilisee dans cette definition. Supposons la relation d'equivalence ergodique et fixons- 
en une representation hilbertienne vr sur un champ H de base X. Si '■ X ^ H est 
un champ de vecteurs invariant, I'application x ^— est constante. Par suite, si 
^" est une suite presque invariante de champs de vecteurs, on pent esperer obtenir un 
controle sur la variation en x des applications x i— du moins pour n grand, ce 
qui permettrait en particulier affaiblir I'hypothese = 1 presque silrement tout 

en conservant une definition identique de propriete T de Kazhdan. 

L'un des resultats techniques importants de cet article montre que si Ton sup- 
pose qu'il n'y a pas de perte de masse dans la suite presque invariante alors la 
representation vr contient une suite presque invariante unitaire au sens ci-dessus. Plus 
precisement nous demontrons I'equivalence de la definition precedente et de la definition 
suivante. 

Toute representation hilbertienne possedant une suite ^" de champs de 
vecteurs presque invariante dominee non triviale, au sens oii 1 |i = 1 
et ||^"|| ^ 9{x) pour une fonction g e L^{X), possede un champ de 
vecteurs invariant non trivial. 



(T) 



(T) 
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La demonstration de ce resultat fait I'objet du paragraphe ED (voir aussi le para- 
graphe H] pour le cas non ergodique). 

Une elaboration des techniques utilisees pour obtenir cette caracterisation conduit 
alors au theoreme suivant, qui relie la notion d'ergodicite forte au phenomene de con- 
centration de la mesure, en termes de fonctions l-lipschitziennes (cf. ^E^. (Nous avions 
deja constate des liens entre ergodicite forte et concentration lors de la premiere partie 
de cet article gfl thm. 2].) 

Definition. Soient H un espace de Hilbert et {fin)n une suite de mesures de prob- 
abilites sur H . On suppose les premiers moments 

mi{iin)= / \\y\\d^n{y) ^ C < (X) 
Jh 

unifomement bornes par une constante C > 0. Nous dirons que la suite d'espaces 
metriques-mesures {H, \ \ ■ ||,/in) forme une famille de Levy si pour tout e > on a, 

inf - m| ^ e} ^„ 1, 

ou I'infimum est pris sur les fonctions l-lipschitziennes f : H ^ H et m = j^fd^n 
est la valeur moyenne de f . 

Theoreme 4. Soit H un espace de Hilbert. Soit R une relation d' equivalence er- 
godique sur un espace de probability {X,fi). Alors R est fortement ergodique si et seule- 
ment si pour toute suite presque invariante C,^ : X H pour la representation triviale 
de R dans H , dominee par une fonction g E , la famille {H, \ \ ■ 1 1, est une famille 
de Levy, ou fin = ^^f^ ^st la poussee en avant de fi sur H par le champ 

Nous demontrons ensuite le theoreme suivant, dont I'analogue pour les groupes est 
bien connu, cf. Sa demonstration repose notamment sur la caracterisation de la 
propriete T decrite ci-dessus et sur le theoreme de concentration precedent (thm. |^. 

Theoreme 5. Soit R une relation d'equivalence ergodique ayant la propriete T. 
Soit TT une representation de R possedant une suite ^" presque invariante telle que 
W^xWx ^ g{^) pour une fonction g G L^{X). II existe quitte a extraire une suite Cn de 
champs invariants domines par g tels que 

pour presque tout x E X . 
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Ce theoreme permet par exemple de donner une preuve directe du fait que, si 
R = Ra est une relation d'equivalence obtenue par action libre ergodique preservant 
une mesure de probabilite d'un groupe F, alors T possede la propriete T si et seulement 
si R la possede (cf. §SIlpour des references concernant ce resultat). 

6. Nous avons a present evoque tons les ingredients necessaires pour etudier les 
aspects spectraux de la propriete T et ainsi demontrer le theoreme |21 Nous en don- 
nons la preuve au paragraphe [T] qui contient egalement la preuve du theoreme [H 
Les demonstrations utilisent I'ergodicite forte comme outil essentiel et ceci a motive 
I'ecriture de la premiere partie [41J de cet article. Nous renvoyons a cette premiere 
partie, ainsi qu'a ses references, pour des rappels sur cette notion (notamment Particle 
de Hjorth-Kechris fl^). 



Concluons par une application des idees precedentes. Rappelons tout d'abord un 
critere bien connu, extrait de [IH] , pour qu'un groupe discret ait la propriete de Kazh- 
dan. On considere un groupe denombrable de type fini F, et on note L le « link » en 
I'identite de son complexe de Cayley Y, de dimension 2, associe a un systeme generateur 
symetrique fini {L est le graphe fini donne par I'intersection de Y avec une sphere de 
rayon suffisamment petit centree en I'identite). On suppose L connexe. 

Critere Xi > 1/2. Si Xi{L) > 1/2, alors F possede la propriete T de Kazhdan. 

L'hypothese Ai > 1/2 pent etre consideree comme une hypothese de « courbure 
positive » (cf. P^), et signifie par definition que la premiere valeur propre non nuUe 
du laplacien discret sur L est strictement superieure a 1/2. 

Ce critere tire ses origines dans les travaux de Garland [23] sur I'annulation de la 
cohomologie (en certains degres) de groupes d'automorphismes d'immeubles de Bruhat- 
Tits cocompacts. Gromov en a donne une preuve nouvelle dans [23], basee sur I'etude 
des marches aleatoires sur les groupes discrets. Poursuivant ces idees, nous demontrons 
le resultat suivant au paragraphe W\ 

Theoreme 6. Soit Q un espace singulier de type fini, S un complexe simplicial 
Q-periodique de dimension 2 uniformement localement fini. On fixe une mesure quasi- 
invariante fi sur la lamination X des sommets associee dT, et on considere un nombre 
reel ^ 1 tel que 

5^' ^ 5iy, z) ^ 5, 

pour presque toute arete {y, z) de S, oii 5 est le cocyle de Radon-Nikodym associe a fi. 
On suppose que presque tout link L de est connexe et verifie Ai(L) ^ X, ou X est un 
nombre reel verifiant 

X > 5l/2. 

Alors Q possede la propriete T de Kazhdan. 
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L'objet de ma note aux comptes-rendus jlO] etait d'observer que le theoreme ci- 
dessus est vrai pour les relations d'equivalence de type IIi, i.e. de traiter le cas 5^ = 1 
avec les notations du theoreme. 



Je remercie Damien Gaboriau pour son aide constante au cours de I'elaboration de 
ce travail. 

Je dois egalement beaucoup a Etienne Gliys, ainsi qu'aux excellentes conditions de 
travail dont on beneficie au sein de I'UMPA. 



Les deux parties de cet article (le present article, et [H]) ont ete ecrites simul- 
tanement. Pour cette raison il ne nous semble pas indispensable de reecrire ici une 
presentation generale du contexte qui nous concerne ; nous renvoyons a la premiere 
partie |4l| et aux references pour cela. Contentons nous de rappeler les notations que 
nous utiliserons dans la suite. 

Etant donne un espace borelien standard X muni d'une mesure de probabilite sans 
atome /i, on dit que le couple (X, /i) est un espace de probabilite. Soit (X, n) un espace 
de probabilite. Une relation d'equivalence a classes denombrables R sur (X, jj) est 
mesuree si son graphe C X x X est borelien et si est une mesure quasi-invariante, 
au sens oil le sature d'un borelien negligeable est negligeable. On note () la mesure 
sur R associee a /i et au systeme de Haar canonique {\)^)x(^x de decompte horizontal. 
Explicitement, 



oil C -R est une partie borelienne et = {(x, G -ft' fl i?}. Le symbole f)i designe 
une mesure de probabilite sur R equivalente a f). Les espaces singuliers sont notes Q 
(e.g. Q = X/R) et supposes munis d'une mesure transverse invariante A. Les lettres 
A, B,... sont des parties boreliennes de X. La lettre K designe une partie mesurable 
symetrique de R et est consideree comme une structure simpliciale mesurable sur les 
classes (d'une sous-relation) de R. La lettre S est attachee aux complexes simpliciaux 
Q-periodiques. La lettre T designe un groupe denombrable. 

On notera H les champs mesurables d'espaces de Hilbert separables de base X, 
et vr les representations unitaires de R sur H. Les champs de vecteurs sur X, i.e. les 
sections de H, sont notes ^, Rappelons qu'une representation unitaire de R sur H 
consiste en la donnee d'une famille d'operateurs unitaires 



{x,y) G R, satisfaisant aux conditions de composition et de mesurabilite suivantes : 



2. 



Notations 




n{x,y) : Hy ^ H, 
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- 7i{x, x) = Id et n{x, z) = 7r(x, y)'n{y, z) pour tout x y z. 

- les coefficients 

{x,y) f-^ {TT{x,y)^y\ri^)^ 
sont mesurables pour tous champs de vecteurs mesurables ^,rj : X ^ H. 

Par exemple, la representation reguliere de R sur le champ d'espaces de Hilbert 

H : X 

qui a tout point x G X associe I'espace des fonctions de carre integrable sur la classe 
d'equivalence de x (pour la mesure de decompte horizontal l)^), 

-Kix.y) : i\Ry) ^ fiR") 

est definie par Tr{x,y)f{x,z) = f{y,z). 

Nous utiliserons la lettre u pour les marches aleatoires sur un graphage de relation 
d'equivalence (z/ pour les marches aleatoires sur le graphe quasi-periodique associe). 

Enfin, la lettre D designe une contraction hilbertienne (e.g. diffusion hilbertienne 
associee ku), et E est la fonction energie associee. On distingue les energies £"„ associees 
aux diffusions D^. Les diverses « constantes de diffusion » sont notees k, A et c„. 



Nous utiliserons le resultat suivant, extrait de ^T] . 

Definition. On dit que K possede des suites de F0lner evanescentes relativement 
d fi s'il existe une suite {An) de boreliens non negligeables de X et une suite (e„) de 
nombres reels convergeant vers telles que 

lJi{An) -^0 et iJiidxAn) ^ enlJ.{An). 

Theoreme 7. Soit R une relation d'equivalence ergodique de type fini preservant 
une mesure de probabilite /i. Alors R possede un quotient moyennable si et seulement 
si chacun de ses graphages u.l.f. contient des suites de F0lner evanescentes. 
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3. Un lemme technique 



Soit R une relation d'equivalence mesuree sur un espace de probabilite {X, fi) et tt 
une representation de R sur un champ mesurable d'espaces hilbertiens H de base X. 

Dans ce paragraphe nous etudions le probleme de dispersion de masse des champs 
presque invariants de tt. 

Definition. Soient une partie borelienne K G R et un nombre reel strictement 
positif e. On dit qu'un champ de vecteurs ^ : X ^ H (i.e. une section mesurable de 
H ) est {K, £)-invariant si 

pour \)-presque tout {x,y) e K. 

Lemme 8. Soit {)i une mesure de probabilite sur R equivalente a i). Soit {Kn)n 
une suite de parties boreliennes de R. Si l)i{Kn) I, il existe une suite extraite 
Kmi, Km^ - ■ ■ ■ telle que la suite definie par K[ = r\m-^miKm- soit une approxi- 

mation croissante de R (au sens ou R = UiK[ a un negligeable pres). Si inversement 
R = UX„ est une approximation croissante de R, alors 1. 

Demonstration. Notons A„ = R\Kn. Par hypothese f)i(v4„) et, quitte a extraire, 
on pent supposer Yl, f)i(^n) < oo- Le lemme de Borel-Cantelli montre que f)i(lim An) — 
0, oil lim An — (liUn-^iAn. Ainsi, en notant K- — Hn^iKn, on obtient i)i{Kl) — > 1, d'oii 
le result at. 

Reciproquemcnt considerons la suite de fonctions indicatrices xk^ ^ L°°{R). Par 
hypothese elle converge presque surement vers la fonction constante egale a 1 sur R, 
et la convergence a lieu dans L^{R, egalement. ■ 

Definition. On dit qu'une suite : X ^ H de champs de vecteurs {Kn,en)- 
invariants est presque invariante si e„ converge vers et si C R est croissante et 
exhaustive. 

Le lemme precedent montre qu'une suite de champs {K^ £n)-invariants telle que 
£„ — > et ):)i{Kn) — > 1 pour une mesure de probabilite \)i sur R equivalente a I), est, 
quitte a extraire, une suite presque invariante au sens ci-dessus. 

Exemple. II est facile de voir que toute representation contient des suites presque 
invariantes : X — > if de carre integrable et de norme ||C"||2 = 1 (en choisissant par 
exemple = • ^/ ■\Jii{An) oh. ^{An) — > et ^ est un champ unitaire fixe). 

Le resultat qui suit montre que toute representation contenant des suites presque 
invariantes dominees de norme 1 contient des sections presque invariantes du fibre en 
spheres unites de H. 
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Lemme 9. Soit R une relation d' equivalence mesuree ergodique sur un espace de 
probabilite (X, yu). On fixe une representation n de R sur un champ hilbertien H de 
base X . Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

i. Pour tout groupe denombrable T et toute action a de T telle que R = Ra, 
pour tout e > et toute partie finie K de T, il existe ^ G L°°{X,H) tel que 
llelloo = l et 

/i{|(7r(a;,a(7)x)^^^|^^.) - 1\ ^ e} ^ e 

pour tout •y E K. 

a. II existe une suite presque invariante ^"^ : X ^ H de champs de vecteurs 

tels que = 1 pour presque tout x e X. 

Hi. [L°°] II existe une suite presque invariante ^" G L°^{X,H) de champs de 

vecteurs et deux constantes rj ^ 1 et 6 > telles que pour tout n 

i^{- < wau < r^} > s. 

T] 

iv. [L^, 1 ^ p < ooj II existe une suite presque invariante ^" G L^{X,H) de 
champs de vecteurs tels que H^'^Hp = 1 et une fonction positive g G Lp{X) telle 
Qi^e WQWx ^ 9{x). 

La fin du paragraphe est consacree a la demonstration de ce resultat. 

Considerons une relation d'equivalence ergodique R sur un espace de probabilite 
(X, /i) et vr une representation de R sur un champ hilbertien H de base X. 

Preuve de i =^ ii. Soit V un groupe discret et R = Ra la relation d'equivalence 
associee a une action a de F sur (X, /i). Par hypothese, etant donnee une exhaustion 
Kn de r par parties finies, il existe une suite C,"' telle que ||^"||oo = 1, et une suite 
de boreliens telle que ^ 1 — 1/n, verifiant, 

|(7r(x,7x)e,"JO-l|^l/n 

presque surement sur An (pour tout 7 G Kn)- En particulier ^ 1 — 1/n sur 

An (e G Kn pour n suffisamment grand). Soit F„ = graph(_K'„) n An x An- On pose 
~ ^x/W^xW sur An et rjx G quelconque de norme 1 ailleurs (mesurable). Alors 
i)i{Fn) 1 et, pour {x, y) G on a 

iieiiiie.ii 

l/n + l/n 

2- ' > 0. 

1 - l/n 

Preuve de ii =^ i. Soit V un groupe discret et R = Ra la relation d'equivalence 
associee a une action a de F sur (X, /i). Soit K une partie finie de F et e > ; comme 
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l^i(graph(ir)\F„) 0, I'ensemble 

A^ = {xe X, 37 e K, {x, 7x) ^ F„} 0. 

En effet (prh) *i^i\gTa.ph{-y)) sont equivalentes pour tout 7 G F, ou prh{x,y) — x est 
la projection horizontale. Par hypothcsc sur X\An, \ |7r(a;, '~ix)Qj^ ~ ixW ^ pour tout 
■J & K. Notons Zn{x,y) = {T:{x,y)^y\^!^) e C, de sorte que 

li{x e X, 2-2 Rezn{x, -fx) ^ £„} ^ ^ 0, 

pour tout 7 e i^. Comme y)| ^ 1 presque surement sur R, on a done 

e X, |1 - 2;„(x,7a;)| ^ s/2} ^ 0, 

d'ou le result at. 

Preuve de in => ii. Fixons deux constantes ^ 1 et 5 > et supposons qu'il 
existe une suite ^'^ e L°° {X, H) de champs de vecteurs mesurables presque invariants 
telle que 

Considerons I'espace 8 des suites de couples (^", formes d'un champ de vecteurs 
et d'un nombre reel positif tclles que : 

- il cxiste une suite Kn de R et une suite decroissantc 5„ de nombre reels positifs 
telles que soit £„)-invariante, avec f)i(i^„) — >• 1 et — >• 0. 

- an soit une suite decroissante de nombres reels tendant vers 0. 

- //(^n) soit une suite convergente, 011 

A„ = - ^ I IC^I U ^ 77 + an}. 

On considere I'application £ ^ R definie par 

* : (r,an)n^hm//(A„), 
et on note 5 = sup ^(^) ^ 1. Par hypothese 5 > 0. Montrons que 5 = 1. 

II existe par procede diagonal un element de £, disons (^"^, an)n, tel que ii{An) 5. 

Notons Cn^ {{An X X Li X X An)\An X An) H R. 

Supposons qu'il existe une suite extraite ('^"SctnJ telle que [)i(C„-) ^ c pour un 
nombre reel c > 0. Alors il existe quitte a extraire un nombre c' > tel que /x(pr/i(C„. fl 
X X Am)) ^ c' ou iJ,{pry{Cni n An^ X X)) ^ c'. Rappelons que pr^ : i? — > X est la 
projection horizontale definie par prh{x, y) — x (et pr^ {x, y) — yla projection verticale) . 
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Notons que (quitte a extraire une seconde fois) la suite a = (^"^ +£njni appartient 
a^. Or 

contient pr?,((C„^ nX x A„J ni^^J et pr^((C„, n x X)nKnJ. Comme P)i(ir„J ^ 1, 
on a i)i{CnAKn,) ^ done /i(pr/,((C„, nX x A„J nir„J) ^ cV2 ou /x(pr^((C„, n x 
X) n Km)) ^ cY2 pour grand. Ceci contredit la maximalite de 6. 

Par suite f)i(C„) — > 0. 

Soit ip G [-R] un isomorphisme de R. Notons que (p?"/i)*(f)i|graph((p-i)) ~ Done 

fi{ipAn\An) = fl{x e V?^„ I X ^ An} ~ [)i{{{ipX , x) , X G v4„} H C„) ^ ^ 0. 

(On dit que (An) est asymptotiquement invariante.) II en resulte que toute limite faible 
de la suite xa„ £ L°°{X) est constante (par ergodicite), et on a done 

\imn{An nC) - iJ,{An)ij{C) = 

pour tout borelien C C X ([HI EH page 95]). Par suite pour tout n on a 

lim/i(A„ n Am) = /i(A„)5 > 0. 

m 

Supposons 6 < 1 et considerons, etant donne n, un entier m = m{n) > n suffisament 
grand pour que 

|/i(A„ n Am) - /i(A„)5| ^ - 

n 

et 

MKnnKm)-i)l{Kn)\^-. 

n 

Construisons alors une suite a G £^ de la fagon suivante. Pour tout n on pose = sur 
An et C = sur A„(„)\A„ (et ailleurs). Alors a = (C a„) G ^. En effet il suffit 

de choisir = e„ et = Knr{Km(n)\Cn^Cm{n)- Par ailleurs lim/i(A^) = 25 — 5 > 5, 
d'oii une contradiction. 



Finalement 5 = 1. Considerons alors la suite C,n definie par ^" = ^^/||^^|| sur An et 
G quelconque de norme 1 ailleurs (mesurable). Notons Kn = Kn n {An x An). 
Alors \)i{Kn) — * 1, et est {Kn,ri ■ £:„)-invariant. 

Preuve de iv =^ iii. Soit p G [1, oo[. Soit 77 ^ 3 suffisament grand pour que la norme 
de restreinte k A = {g > t]} soit ^ 1/2. Alors, en notant An = ^ II^^IU ^ v}y 
on a 

1 = I in 1^ = /" I in r + / i in r ^ ^^^/^(^n) + 1/2 + ^/i(x\Ao 
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done 

Considcrons alors une suite c„ de nombres reels r] de sorte que n{Cn) — 1 ou 
Cn = {I l^nl I ^ c„}. Soit I" = ^1^^ et kn = Knr\Cn^ Cn- Alors |„ G L°° Bst une suite 
{Km en)-invariante satisfaisant aux hypotheses de in. 

Enfin ii iv est trivial. 

Remarque. Notons que si R n'est pas ergodique, ii et Hi ne sont pas equivalentes, 
comme le montre I'exemple elementaire d'une relation d'equivalence obtenue comme 

reunion disjointe de deux relations ergodiques, dont I'une est munie d'une representation 
sans champ presque invariant et I'autre d'une representation ayant des champs presque 
invariants unitaires au sens du lemme. 

Le lemme suivant reunit quelques faits generaux utilises au cours de la demonstration 
ci-dessus. 

Lemme 10. Soit R une relation d'equivalence mesuree sur un espace de probabilite 
{X,iJ,) et i) la mesure de decompte horizontal sur R associee a ii. Soit V un groupe 
denomhrahle et a une action de T telle que R = R^. 

- Si\}i, f)i sont deux mesures de probabilite sur R equivalentes a \), alors 

[)l(ir„)^l^{)i(^n)^l, 

ou (Kn) est une suite de parties boreliennes de R. 

- Soit (Fn) une suite croissante de parties de T. Soit = cx{Fn) G R la reunion 
des graphes des elements de F„. Alors est une suite exhaustive de V si et 
seulement si f)i(ir„) — > 1. 

- Soient deux suites de parties boreliennes de X. Alors 

^{An) 1 et ^ 1 ^ X 5„ n i?) ^ 1. 

- Soit [)i une mesure de probabilite sur R equivalente a f). Soit F C R une par- 
tie borelienne telle que f)(-F) < oo. On considere une suite Fn G R de parties 
boreliennes telle que f)i(-F„) 1. Alors i){F\Fn) — > 0. 

Demonstration. Rappelons que si 1) et [)' sont deux mesures finies telles que f) <C f)' 
sur un espace borelien standard, alors i)'{An) — > i){An) pour toute suite de 
boreliens An. Ceci demontre la premiere affirmation. La seconde est triviale. Pour la 

troisicmc, notons que {Pv)*{hi) ct /U sont equivalentes, done /i(A„) 1 <^=^ {)i(A„xXn 
R) 1. Or f)i(A„xXnXx5„ni?) ^ 1 i)i{AnXXnR) 1 et [)i(Xx5„ni?) ^ 1. 
Pour la derniere affirmation on a —>■ 0, done — > 0. Comme -C f)i, 

on a egalement — > 0. ■ 
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Terminons enfin par une variation, pour references ulterieures, sur le debut de I'im- 
plication in =^ ii du lemme El 

Lemme 11. Soit R une relation d' equivalence mesuree sur un espace de probabilite 
(X, /i). On fixe une representation 7i de R sur un champ hilbertien H de base X . Etant 
donnes un champ mesurable C = {Cx)x£X de parties mesurables de H et un nombre 
reel positif a, on note le- champ mesurable qui ax & X associe le a-voisinage {Cx)a 
de Cx dans H^- 

Soient (^")n>o une suite presque invariante de champs de vecteurs et (C")„^o une 
suite de champs mesurables et invariants (i.e. stable parir) de parties mesurables de H. 
II existe une suite extraite (^mi, ^m2; ■ ■ ■) de (^„) et une suite decroissante (omi, «m2) • • •) 
de nombres reels convergeant vers 0, de sorte que la suite {A^J definie par 

soit asymptotiquement invariante. 

Demonstration. Reprenons la demonstration du lemme IHl Considerons I'espace S des 
suites de couples (^'", a^)™ formes d'un champ de vecteurs et d'un nombre reel positif 
telles que : 

- ^"^ est une suite extraite de la suite presque invariante 

- am est une suite decroissante de nombres reels tendant vers 0, 

- fi{Am) soit une suite convergente, oil 

On considere encore I'application \1' : £^ ^ R definie par {^"^,am)m ^ liiii/i(v4m), et 
on note S = sup'^^S) ^ 1. Si 5 = ou 5 = 1 le resultat est clair. Sinon il existe par 
procede diagonal un element de £, disons (^™, am)m, fel que //(A^) — > 6 g]0, 1[. Notons 
En = {{An X X U X X An)\An X An) fl R. On montre de meme que dans le lemme IHl en 
considerant la suite cr = (^™', + £m)m que s'il existe une suite extraite (^"^S ctmj de 
(^™, am)m telle que ^ c pour un nombre reel c > alors lim fj.{A'^J > S ou 

Par suite l)i{Em) — et il en resulte que Am est asymptotiquement invariante. ■ 



4. La propriete T de Kazhdan 

La propriete T pour les groupes localement compacts a ete introduite par Kazhdan 
en 1967. Nous ne ferons ici que rappeler la definition donnee par Kazhdan, renvoy- 
ant a [2H1 HIl E] pour des details. Nous adaptons ensuite cette definition aux espaces 
mesures singuliers. 
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1. Le cas des groupes. Soit T un groupe localement compact. 

On dit qu'une representation unitaire vr de F sur un espace de Hilbert H possede 
presque des vecteurs invariants s'il existe une suite de vecteurs de norme 1, une suite 
exhaustive croissante Sn de parties compactes de F, et une suite e„ de nombres reels 
tendant vers 0, telles que 

- ^„,|| ^ £„, Ws e Sn- 

On dit qu'un vecteur ^ est invariant si vr(s)^ = ^ pour tout s G F. 

Definition ([^J). On dit que F a la propriete T de Kazhdan si toute representation 
fortement continue ayant presque des vecteurs invariants a des vecteurs invariants non 
nuls. 

Exemples de groupes de Kazhdan. Kazhdan |22] a montre que SL3(Z) possede la 
propriete T, de meme que les reseaux d'un groupe de Lie simple de rang reel superieur 
a 2. Les reseaux de SL2(R) ne Font pas alors que les reseaux de Sp(l, n) Font |28| l25]. 

De plus, la propriete T est generique dans « I'adherence » de groupes hyperboliques, 
cf. jin], ainsi que pour certains modeles statistiques de groupes aleatoires, cf. [SHIESI- 

Enfin rappelons qu'il existe un critere geometrique local, portant sur la « courbure p- 
adique » [23^ d'un polyedre fini, qui permet d'en deduire la propriete T pour son groupe 
fondamental. Voici quelques references a ce propos : El HH HI HI 1211 1211 HO] — dont 
Farticle original de Garland et Fenonce bien connu de Zuk concernant specifiquement 
la propriete T (que nous avons rappele en introduction). Notons que ce critere s'etend 
aux actions propres cocompactes [IHj, et s'applique ainsi a SL3(Qp) dont le classifiant 
propre, son immeuble de Bruhat-Tits, est I'exemple canonique de polyedre satisfaisant 
a ce critere. (cf. egalement ^H]) 

2. Le cas des relations d 'equivalence. L'existence de representations hilberti- 
ennes interessantes pour les relations d'equivalence mesurees s'accompagne d'une no- 
tion de propriete T, qui fut introduite par Moore et Zimmer au debut des annees 1980 
(cf. jIHlEZj et ^23) • La definition est la suivante. 

Soit R une relation d'equivalence mesuree sur un espace de probabilite (X, /i). On 
dit qu'une representation vr de i? sur un champ hilbertien H contient presque des 
champs invariants s'il existe une suite de champs de vecteurs tels que ||^"|| = 1 
pour presque tout a; G X, une suite exhaustive croissante {Kn) de R, et une suite (e„) 
de nombres reels tendant vers 0, telles que 

On dit qu'un champ de vecteurs ^ est invariant si 7i{x, y)^y = pour presque tout 
ix,y) E R. 
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Definition. On dit que R possede la propriete T de Kazhdan si toute representation 
unitaire ay ant presque des champs invariants possede un champ invariant ^ tel que 
\\^x\ \ = 1 pour presque tout x E X. 

Remarquons que cette propriete ne depend que de la classe de ii. 

Definition. On dit qu'un espace singulier Q possede la propriete T si toutes ses 
desingularisations discretes la possedent. 

Proposition 12. La propriete T de Kazhdan est un invariant d'isomorphisme sta- 
ble de relations d' equivalence mesurees. 

Demonstration. Soit R une relation d'equivalence mesuree sur X et S" la relation 
obtenue par restriction a un borelien F de X rencontrant presque toutes les orbites de 
R. 

Supposons que S possede la propriete T. Soit tt une representation de R sur H 
et ^" une suite de champs unitaires presque invariants. On note Hy la restriction de 
if a F et TT^ la restriction de tt a 5* (agissant sur Hy). Alors (^n)|y est une suite de 
champs unitaires vrg-presque invariant. Comme S" a la propriete T, il existe un champ 
^ : y — i> Hy unitaire invariant par txs- Definissons ^ : X ^ H par 

pour {x,y) e R tel que x et y & Y. Comme ^ est 7r5-invariant, ^ est defini sans 
ambiguite. II est vr-invariant par definition. 

Reciproquement soit vr une representation de S sur un champ H de base Y. Fixons 
une partition borelienne Yi = Y, Y2, . . . de X et une famille (p2, 'Ps, ■ ■ ■ d'isomorphismes 
partiels de R surjectifs ipi : Y ^ Y^. Notons ipi : Y Y I'identite de Y. On definit un 
champ hilbertien H de base X en associant a tout y EYi I'espace de Hilbert H^-iy et 
I'expression 

7f(x,y) = 7r(^ria;,^7^?/), 

ovl X E Yi et y E Yj, definit une representation de R sur H. Une section ^ de if s'etend 
a if en posant = ^(^-i,,, y G Yi. Soit ^'^ une suite (fT^, e„)-invariante de champs 
unitaires sur F, 011 (i^n) est une suite croissante exhaustive de 5* et — 0. On obtient 
en not ant 

oil ipij{x,y) = {ipiX,ipjy), une suite croissante exhaustive de R. De plus ^ est une 
suite {Kn, £„)-invariante pour vf. Si alors R possede la propriete T, il existe un champ 
invariant unitaire ^, et sa restriction a Y est un champ unitaire vr-invariant. ■ 

Ainsi la propriete T est un exemple de « parametre de quasi-periodicite », suivant 
le point de vue de jH]. 
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3. Une caracterisation des espaces de Kazhdan. Les resultats du paragraphe 
ED (Lemme ^ montrent qu'il est possible pour les relations ergodiques de caracteriser 
la propriete T en termes de champs presque invariants domines. Dans ce paragraphe 
nous enongons explicitement ce resultat, en I'etendant aux relations d'equivalence non 
ergodiques. (Voir egalement la remarque suivant le lemme IHl) 

Soit H un champ mesurable d'espace de Hilbert sur un espace de probabilite {X, /i). 
On dit qu'un champ de vecteurs sur X est a support total si son support {^^ ^ 0} est 
de mesure 1, et qu'il est non trivial si son support est de mesure non nuUe. 

Theoreme 13. Une relation d'equivalence mesuree possede la propriete T de Kazh- 
dan si et seulement si chacune de ses representations hilbertiennes qui possede une suite 
presque invariante de champs de vecteurs, non triviale au sens du lemme\^ Hi ou iv, 
contient des champs invariants non triviaux. 

Demonstration. Supposons d'abord que la conclusion soit vraie et montrons que R 
possede la propriete T. Soit vr une representation contenant une suite presque in- 
variante, non triviale au sens ii. EUe Test done au sens Hi (ou iv) et il existe un champ 
invariant non trivial ^. Son support, disons fi, est invariant (et non negligeable). En 
considerant la representation coincidant avec vr sur X\VL et indent iquement nulle sur fi, 
on obtient une nouvelle representation de R contenant presque des champs invariants 
au sens Hi (ou iv). II existe done un champ invariant qui prolonge ^ a un borelien non 
negligeable de X\VL ; a I'aide du lemme de Zorn, on construit ainsi facilement un champ 
invariant pour vr a support total. 

Reciproquement supposons que R ait la propriete T. Reprenons la demonstration 
Hi =^ ii du lemme IHl Avec des notations identiques, on obtient pour rj ^ 1 une suite 
asymptotiquement invariante 

7] 

associee a une suite ^" presque invariante non triviale au sens Hi, telle que 

/i(A„) ^„ 5 > 0. 

Soit 

(/?,/i, P))= / {R^,fi„[)')dfiziz) 
Jz 

la desintegration de R en composante ergodique [Ej. Ainsi pour /i^-presque tout z & Z, 
Rz est une relation d'equivalence /i^-ergodique sur un espace borelien standard Y , et 
R est isomorphe a la relation {z,y) ~ {z',y') si et seulement si z = z' et yRzU' sur 
Z X y. Par ergodicite, toute limite faible de la suite xa„ G L°°{X) est une fonction 
ne dependant que de z E Z. Considerons une telle fonction, disons 5 : X — > [0, 1], 
et supposons quitte a extraire que xa„ converge faiblement vers 5. Notons VL = {z E 
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Z, 5z 7^ 0} (non negligeable) et A.„ = y4„ fl i7 x F (ainsi /i(A„\yl„) 0). On a, pour 
tout n fixe, 



lim/i(A„ n Am) = / Szdnz^z). 



Supposons qu'il existe un borelien Q' C Q non trivial sur lequel 5^ < 1 et considerons, 
etant donne n, un entier m = m{n) > n suffisament grand pour que 



et 



|/i(i„ni^) - / 6Jfiz{z)\ ^ - 



n 



Construisons alors une suite cr G £" de la fagon suivante. Etant donne n on pose, pour 
tout z ^ Q, ^ai^^y) = 0) pour tout z e C(^) = ^t pour tout z e Q', 

C{z) = C sur et e(^) = er^"^ sur A^(„)\A^ (et sur F\A^ U A^(„)). Alors 
a = (^^, an) G S. En effet il suffit de clioisir = e„ et = Kn H Km{n)\Cn U Cm{n)- 
Par ailleurs 

lim /i(A^) =26- [ 5ld^iz{z) >5 
Jn 

d'oii une contradiction. Par suite 5 = 1 presque surement sur fl. 

Considerons alors la representation vr de i? coincidant avec vr sur Q x Y et egale 
a la representation trivial sur le champ constant C de base Z\Q x Y G X. Soit ^„ la 
suite definie par fj. = 1 si x G Z\Q x y, = ^^H^^H sur A„ C x F et 1]^ G 
quelconque de norme 1 ailleurs (mesurable). Notons Kn = {Kn H (A„ x A„)) 11 R\x\n- 
Alors i)i{Kn) 1, et ^* est un champ {Kn,ri ■ £:„)-invariant au sens ii pour vr. Par 
suite TT admet un champ invariant a support total, et ce champ restreint a x F est 
invariant non trivial pour vr. ■ 



5. QUELQUES PROPRIETES DES ESPACES DE KAZHDAN 

1. Existence d'une mesure invariante. Les espaces singuliers ayant la propriete 
T de Kazhdan sont, comme I'a montre Zimmer, de type II. Plus generalement, le pre- 
mier groupe de cohomologie R) a coefficients reels d'une relation d'equivalence 
ayant la propriete T est trivial (cf. pTj I48j ) . (On renvoie ici a jHO] et j2].) 

Proposition 14 (Zimmer). Soit R une relation d'equivalence sur un espace de 
probabilite {X, fi) ayant la propriete T de Kazhdan. II existe une mesure a-finie sur X 
equivalente a fi et invariante par R. 

Corollaire 15. Un espace singulier ayant la propriete T est de type IL 
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2. Approximations. L'un des resultats fondamentaux de Particle de Kazhdan 
est le fait que tout groupe denombrable ayant la propriete T est de type fini. 
(Ainsi les reseaux d'un groupe de Lie de rang superieur sont de type fini.) Get enonce 
a ete adapte par Moore |^ aux relations d'equivalence mesurees (modulo de legeres 
imperfections que nous rectifions ci-dessous). 

Proposition 16. Toute approximation croissante d'une relation d'equivalence R 
ayant la propriete T est, a isomorphisme stable pres, constante a partir d'un certain 
rang. 

Plus precisement, si Rn C R est une suite croissante et exhaustive de sous-relations 
de R, alors il existe un entier N et un borelien R^-invariant non trivial sur lequel R 
et Rjy coincident. 

Demonstration. Soient R une relation d'equivalence ayant la propriete T et i?„ une 
approximation de R au sens ci-dessus. Considerons pour tout x E X I'espace de 
Hilbert if" des fonctions de carre sommable definies sur les i?„-classes de I'orbite 
R.x (i.e. les fonctions ^ : i?^' ^ C telles que ^{x,y) = ^{x,z) si {y,z) G Rn et 
"l^J^eR^/R^ \^iy^ -2^)1^ < 6t notons H"^ le champ mesurable associe aux espaces if". 
L'action reguliere de R sur elle-meme qui permute les fibres horizontals {y,x){x,z) = 
{y, z) induit une representation 7r„ de R sur if". Le champ Xn '■ x ^ Ir^ g Hn est 
invariant par 7r„(i?„). 

Comme f}i(i?„) 1, la representation vr = ©7r„ possede une suite presque invariante 
de champs de vecteurs unitaires. Soit ^ = (^^,^^, . . .) un champ invariant non trivial. 
L'une des composantes est non nulle et comme vr est diagonale, est un champ 
non trivial invariant par ttn{R), i.e. definit mesurablement une fonction par 
i?-orbite. Par construction cette fonction est constante sur les i?„-classes et, etant de 
carre integrable, elle atteint son maximum sur un nombre fini de ces classes. De plus, 
(Rn) etant croissante, il existe un entier ^ et un borelien i?-invariant Q G X non 
trivial sur lequel atteint son maximum sur exactement une i2fc-classe de chaque 
i?-classe de Q. Alors R et R^ coincident sur le borelien (non negligeable) constitue par 
ces i?fc-classes. ■ 

Corollaire 17. Toute approximation croissante de R par des relations ergodiques 
est constante a partir d'un certain rang. 

Ce corollaire avait egalement ete obtenu par Sorin Popa |42j . 

De meme qu'un groupe de Kazhdan est de type fini, on a le resultat suivant. 

Corollaire 18. Un espace singulier ergodique ayant la propriete T de Kazhdan est 
de type fini. 



21 



Demonstration. Soit Q un espace singulier ergodique ayant la propriete T (qui est done 
de type II). Soit p : X Q une desingularisation discrete de type IIi de Q et R = Rp 
la relation associee. II est bien connu qu'il existe un isomophisme ergodique G [R\. 
Numerotons une partition de R en isomorphisme partiel et considerons Fensemble 
borelien Kn C R constituee de if et des n premiers isomorphismes partiels de cette 
partition. Soit Rn la relation engendree par Kn- Evidemment {Rn) exhauste R. Done 
Rn = R h negligeable pres. ■ 

Observons que tons les exemples connus de relations d'equivalence de type IIi ayant 
la propriete T de Kazhdan ont cout 1 — oii le cout d'une relation d'equivalence de type 
III est par definition le « 1-covolume » de cette relation, i.e. I'infimum sur les graphages 
symetriques K de cette relation du volume ^i){K) des aretes de ces graphages (cf [20] )• 

Remarque. Les relations arborables admettent des approximations non triviales, 
cf. [211 122] • Par exemple, etant donne un arborage K d'une relation R, toute suite 
croissante Kn C K non essentiellement constante et exhaustant K determine une ap- 
proximation non triviale de R. Notons que, la propriete T etant evidemment stable par 
quotient, une relation d'equivalence de Kazhdan ne possede pas de quotients arborables. 
(cf. egalement p) 

3. Ergodicite forte et families de Levy. Nous avons deja constate dans jH] 
des liens etroits entre I'ergodicite forte et le phenomene de concentration de la mesure. 
Dans ce paragraphe nous caracterisons les espaces fortement ergodiques a I'aide de 
families de Levy qui leurs sont naturellement associees. 

Notre reference pour la concentration de la mesure au sens classique est la mono- 
graphie recente de Ledoux 

Considerons d'abord la notion de famille de Levy en termes de fonctions 1-lipschitziennes. 
Soit (y, d, /i) un espace metrique-mesure, i.e. un espace metrique {Y, d) muni d'une 



a valeurs reelles, on sera plus particulierement interesse par les inegalites de concentra- 
tion de / autour d'une valeur m G R, de la forme 



(ou 5{e) 1 quand e — > oo). 

Definition. Soit {iYn,yn),dn, fin)n une suite d'espaces metriques-mesures pointes, 
oil Un G Yn est le point base de Yn- On suppose que les premiers moments 



mesure borelienne de probabilite ji. Etant donnee une fonction 
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sont unifomement finis (C > fixe). Nous dirons que {(Yn,yn),dn, fin) forme une 
famille de Levy si pour tout e > on a, 



inf - m| ^ £} 1 



ou I'infimum est pris sur les fonctions 1-lipschitziennes f : Yn ^ H et m = jy fdfin 
est la valeur moyenne de f . 

Dans la suite nous etudierons seulement le cas ou (F„, dn) = {H, 1 1 ■ 1 1) est un espace 
de Hilbert fixe, avec I'origine pour point base. On dira dans ce cas qu'une fonction 
f : H ^ H se concentre au voisinage d'une valeur m lorsque 

fin{\f - m\ ^ e} I 



Theoreme 19. Soit H un espace de Hilbert. Soit R une relation d'equivalence 
ergodique sur un espace de probabilite {X,fi). Alors R est fortement ergodique si et 
seulement si pour toute suite presque invariante ^" : X — > if pour la representation 
triviale de R dans H, dominee par une fonction g E L^, la famille {H, \ \ ■ \ \, fin) est une 
famille de Levy, ou fin = i^fi est la poussee en avant de fi sur H . 

Demonstration. Supposons d'abord que R soit fortement ergodique et considerons une 
suite presque invariante dominee 

i'^ -.X ^H. 

Soit £ > fixe. Etant donne un entier n considerons une fonction 1-Iipscliitzienne 
fn-H—>Ti telle que 

finifn - m„ > e} ^ sup/i„{/ - j fdfin > £}- l/n, 

oil nin = j\j fndfin (et fin = Q f) et montrons que fin{fn — rnn >£:}—>■ 0. Supposons 
qu'il existe une suite extraite de (/„), encore notee (/„), telle que 

finifn - nin > e} ^ 6 > 0. 

Notons C"- = {fn — rrin > e} C H et An = G C"} C X. Les champs constants 
X ^ C" sont bien sur invariant pour la representation triviale. D'apres le lemme ITT] il 
existe quitte a extraire une seconde fois une suite a = (an) de nombres reels positifs 
convergeant vers 0, de sorte que 

soit asymptotiquement invariante, oii C^^ est le a„-voisinage de C" dans H. Comme 
R est fortement ergodique, cette suite est triviale, i.e. 

fi{A^) ^n OU 1, 
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et done 
On a alors 

rrin^ fndUn = / fnCdl^ + / fnCd/^ 



> i^{A^){mn + e-an)- \ / fnCd^i\ 

^ li{A^){mn + e - an) - gd^i - n{X\A^){\mn\ + \\g\\i), 

Jx\AS 



'X\A: 

ou les inegalitcs utilisent le fait que est 1-lipschitz et la definition dc A°. Or |m„| 
est par definition borne par | [g'l |i, d'ou une contradiction pour n grand. En remplagant 
fn par —fn on a finalement, 



SUp//„{|/ - J fdjlnl > £> ^ 0, 



d'oii le resultat. 



Reciproquement supposons que R ne soit pas fortement ergodique et construisons 
une suite asymptotiquement invariante telle que la famille {H, \ \ ■ \ \, associee 
ne soit pas une famille dc Levy. Soit (An) une suite asymptotiquement invariante non 
triviale pour R. Soit (e„) une suite dense de la sphere unite de H. (Rappelons que par 
convention H est separable.) Posons 

ou XAn est la fonction caracteristique de A„. On verifie immcdiatcmcnt que {^"') est 
une suite presque invariante et dominee (par la fonction constante 1). Soit rj & H un 
vecteur unite. Considerons la fonction (1-lipschitz) 

Si {H, II • \ \, /In) etait une famille de Levy on aurait en particulier pour tout £ > 0, 

Considerons une suite extraite de (^"') (toujours notee {i"')) telle que pour la suite (e„) 
associee on ait, 

l(en 1^)1-1. 

\{C\v)\^\XA„-KAn)\-\{en\v)\ 
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et done 

/ I (C h) = 2 ■ (1 - I (e„ h) I , 

d'ou une contradiction pour n grand si e est suffisamment petit {e ^ 5^/3 oii An est 
5-non triviale). ■ 

4. Proximite des champs invariants et presque invariants. L'un des corol- 
laires importants des resultats techniques du paragraphe ED est le theoreme suivant, 
dont I'analogue periodique est bien connu, cf. PH]. La demonstration de ce theoreme 
comporte 3 etapes (theoreme EOl lemme 1^ lemmeEH])- 

Theoreme 20. Soit R une relation d' equivalence ergodique de type IIi ayant la 
propriete T. Soit it une representation de R possedant une suite presque invariante 
telle que ^ g{x) pour une fonction g G L^{X). II existe quitte a extraire une 

suite (n de champs invariants domines par g tels que 

pour presque tout x G X. 

Demonstration. Soit e > 0. Soit vr une representation de R sur un champ hilbertien 
H de base X. Decomposons H = + H en somme orthogonale, oii if* est le champ 
mesurable et stable par n engendre par les champs invariants. Considerons la famille 

Px ■ Hx ^ Hx 

X G X, de projecteurs orthogonaux sur H. Pout tout {x, G i? on a 

PxiT{x,y) = Tc{x,y)Py 

Soit ^" une suite presque invariante de champs de vecteurs tels que ^ g{x) avec 

5^ G L\ et ^" = C" + la decomposition de ^" dans H = + H. On a 



\n{x,y)t-Cx\\ = \\Px{n{x,y)C-Cx)\\ < \Hx,y)C-Cx 



n 1 1 



done ^" (et de meme C") est une suite presque invariante. Par construction, ■n^fj ne 
contenant pas de champs presque invariants non triviaux, et puisque ||^"||x ^ g{x), 
on a, d'apres le theoreme IT^ ||^"||i 0, i.e. ||^"||a: — >n presque surement quitte a 



extraire. Par suite 



\^X 'bx I k 



pour presque tout x G X. Soit T un champ d'isomorphismes entrelagant la restriction 
Ti\Ht deiT k et la representation triviale de R, agissant sur un champ constant X x 
de base X. Considerons le champ defini par 
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Alors : X ^ est une suite presque invariante dominee. Soit 77" le champ defini 
par 

v: = c- [ Qdii. 

Jx 

Le lemme suivant (lemme I^Tj) montre que ?7" — ^ presque surement quitte a extraire. 
II en resulte que 

m-T-' j »iu<iic-ciu + iic- / »iu-o 

J X Jx 
pour presque tout a; G X, d'ou le resultat. ■ 



Lemme 21. Soit R une relation d' equivalence fortement ergodique sur un espace 
de probabilite {X,fi). On considere une suite (^'^ : X — >■ H)n presque invariante pour 
la representation triviale de R sur un espace de Hilbert H , dominee par une fonction 
g G L^{X), et telle que 

II / CdfiW^nO. 

Jx 

Si H est de dimension finie, ou si R est de type fini et preserve la mesure fi, alors il 
existe une suite extraite de (^") qui converge presque surement vers 0. 

Demonstration. Si H est de dimension fini, il s'agit d'un corollaire immediat du 
theoreme El de concentration. En effet choisissons pour fonctions lipschitziennes les 
fonctions coordonnees de H (considere comme espace de Hilbert reel), qui se concen- 
trent au voisinage de du fait que leurs valeurs moyennes tend vers 0. Plus precisement 
on a 

mfMI(Ch)l^4 1. 

oil Tj parcourt les vecteurs unites de H. Par suite etant donne e > 0, on en deduit (si 
H est de dimension finie) que 

1, 

Oil O" est I'ensemble des x tels que ^" est dans la boule de centre et de rayon e de 




m\w{x) 



done ||^"|| ^ '2e pour n grand (il en resulte quitte a extraire que converge vers 
presque surement). Suivant la comparaison de M. Gromov [SEl page 141], le phenomene 
concentration concerne a priori principalement les « observables •» f : H ohY est 
un « ecran » de basse dimension. Pour etudier le cas 011 Y est (hilbertien) de dimension 
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infinie, nous utiliserons des arguments spectraux (lemme OHj) . ce qui permettra de 
conclure la preuve de ce lemme. ■ 

Nous avons done montre, modulo le lemme EH le tlieoreme suivant. 

Theoreme 22. Soit R une relation d' equivalence ergodique de type IIi sur un espace 
de probabilite {X, /i). Alors R possede la propriete T de Kazhdan si et seulement si pour 
toute representation n de R sur un champ hilbertien H de base X et toute suite presque 
invariante de H domine par une fonction g G L^{X), il existe quitte a extraire une 
suite de champs invariants domines par g tels que 

pour presque tout x G X. 

5. Groupes discrets et relations d'equivalence. Nous montrons dans ce para- 
graphe qu'un groupe discret agissant librement en preservant une mesure de prob- 
abilite possede la propriete T si et seulement si la relation d'equivalence engendree 
la possede. Ce resultat a ete obtenu par Zimmer, dans le cas des actions faiblement 
melangeantes |1H], puis par Popa (par des techniques d'algebres de von Neumann ^2]) 
et plus recemment par Anantharaman-Delaroche (par des techniques cohomologiques 
[2]) dans le cas des actions ergodiques. 

Theoreme 23. Soit R = Ra une relation obtenue par action d'un groupe discret 
r preservant une mesure de probabilite. Si T a la propriete T, alors R I'a egalement. 
Reciproquement si R a la propriete T, et si I' action a est essentiellement libre et 
ergodique, alors T I'a egalement. 

Demonstration. Soit F un groupe de Kazhdan, R = Ra une relation obtenue par action 
de r presevant une mesure de probabilite fi, et tt une representation de R possedant 
presque des champs invariants ; alors la representation vf de F sur L'^{X, H) obtenue en 
integrant vr possede presque des vecteurs invariants. En effet, soit F cT une partie finie, 
e > 0, K = {graph(7^^)}^gi7' C R, et une suite ^" G de champs (£„, i^n) -invariant 
(oil e„ — s> et Kn est exhaustive croissante) tels que H^^Hlz = 1 et ||^"|| ^ g{x) pour 
une fonction positive g G L^. Soit un entier N tel que 

[ {g{x)+g{y)fdi){x,y)^ey2 

Jk\Kn 

et e% ^ On a pour tout 7 G F 

Ml)e-e\\l = [ ||7r(x,7-MC-i.-eir^iM^) 

Jx 

^ sV2+ [ \\n{x,y)e{y)-e{x)\\'d[){x,y) 
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II existe done une fonction non triviale ^ G L'^{X,H) invariante par F (i.e. verifiant 
7i{x,'y~^x)^^-i^ = pour presque tout x G X). Comme T engendre R, cette fonction 
est invariante pour vr et i? a la propriete T. 

Reciproquement soit tc : T U (H) une representation de F dans H ayant presque 
des vecteurs invariants. Soit tt la representation de R sur le champ constant d'espaces 
Hx = H et de base X, definie par 1 'expression 

{x,y) ^ {heHy^ 7r{-f-^)h G H^), 

oil 7 est I'unique element de F verifiant I'equation 0(7) (x) = y {a etant supposee 
libre). Tout vecteur (F, e)-invariant pour vr, disons ^, definit un champ constant {K,e)- 
invariant pour vr, 

on K = {graph(7^^)}^£i?. Considerons une suite presque invariante pour vr et notons 
^" : X — i> if la suite de champs constants associes. R ayant la propriete T, il existe 
une suite {("•) de champs invariants domines tels que Cx ~ Q ^ ^ presque silrement 
(cf. th.Hni). Soit 

Cn= [ Qdli{x) = Y,f (C I e.)rf/x(a:)e, 
Jx j Jx 

la valeur moyenne de C", 011 (cj) est une base hilbertienne de H. Alors 

AlTCn = <l) [ Cdf, = [ Al)Qdii{x) = I Q^,^Jfi{x) = C 
Jx Jx Jx 

(la deuxieme inegalite resulte de la continuite de 7r(7) et la derniere d'un changement 
de variable, /i etant invariante). Or 

iic„-rii = ii / c-cdfi\\^ [ wc-cw^o 

Jx Jx 

done C„ est non trivial pour n grand. Ainsi F a la propriete T. ■ 

Le resultat suivant a ete demontre par Furman ^Hj ■ H resulte aussi immediatement 
du theoreme ci-dessus et de I'invariance par isomorphisme stable de la propriete T pour 
les relations d'equivalence. 

Corollaire 24. La propriete T est un invariant d'equivalence mesurahle de groupes 
discrets. 

Rappelons que deux groupes discrets F et A sont dit mesurahlement equivalents 
s'il existe un espace borehen standard VL muni d'une mesure cr-finie f), et des actions 
de F et A sur VL qui so lent libres et commutantes, qui preservent la mesure f), et qui 
admettent chacune un domaine fondamental de mesure finie (cette definition est due 
a M. Gromov). Par exemple, deux reseaux de covolume fini d'un meme groupe de Lie 
sont mesurablement equivalent (agissant par multiplication a gauche et a droite). 
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Deux groupes discrets sont mesurablement equivalents si et seulement s'ils admet- 
tent deux actions libres de type IIi stablement isomorphes (jTHl §2] et [211 §6]). 



6. Diffusion hilbertienne et inegalites de Poincare 
Soit H un espace de Hilbert. 

Etant donne un operateur hermitien borne D sur H de norme ^ 1 (contraction), 
on considere 1 'operateur positif 

Ap = Id - DP 
oil Id est I'identite et p ^ 1. On note 

= edAO = (Ape 1 

I'energie (de Dirichlet) de ^ G relative a la diffusion ^ i— > D^^. 

Les points fixes de la diffusion D, i.e. les vecteurs ^ verifiant = ^, sont les 
vecteurs dont I'energie E = Ei est nuUe. 

Exemple (Marche aleatoire sur la sphere hilbertienne G H). Soit F un groupe 
de type fini. On fixe une marche aleatoire invariante u sur F, de support un systeme 
generateur fini symetrique S de F. Ainsi u consiste en la donnee de j^S nombres reels 
strictement positifs 

z/(e — > s) 

de somme 1, qui determinent par invariance la probabilite z/(7 — s'-f) d'aller de 7 a 57 
en 1 pas. On suppose que z/ est symetrique, au sens 011 i/(e — s) = i/(e s~^). Soit vr 
une representation unitaire de F sur un espace de Hilbert H. L'operateur 

Du,7r = ^i^(e s)tt{s) 
s 

de diffusion associe a la marche aleatoire sur la sphere unite de H est alors hermitien de 
norme ^ 1, sans point fixe si et seulement si tt est sans point fixe (en effet le barycentre 
Du,tt{0 des vecteurs unitaires ponderes {7i{s)^, i/(e — >• s)) est de norme 1 si et seulement 
si vr(s)e = e pour tout s). Partant d'un vecteur unitaire ^ de H, on se deplace en ^{s)^ 
avec probabilite z/(e — > s). On note 

z/^(7 — > 7') = z/ * z/(7 — s> 7') = z/(7 — s> t)v{t — s> 7') 

la probabilite d'aller de 7 a 7' en 2 pas sur F, et de meme = z/"~^ * u. On a 
7r = -D"^ pour les diffusions hilbertiennes associees a u. 
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Soit D une contraction de H. Rappelons que Sp(D) C [—1,1], ou Sp(D) est le 
spectre de D. On note 

k^kd^ sup{y e Sp{D),y ^ 1}. 

La presence d'un « trou » 

A = 1 - K > 

dans Sp(D) equivaut a la presence d'un trou (de meme taille) dans le spectre des 
energies, i.e. 

pour tout ^ e 5^°° non fixe. 

Inegalite de Dirichlet. Soit D une contraction. Alors k < 1 si et seulement s'il 
existe une constante Coo < oo telle que 

pour tout C ^ H (ou ^ est la projection orthogonale de ^ sur les points fixes de D). La 
valeur optimale de cette constante est c^ — 1/(1 — k) — 1/A. 

Definition. Les constantes et X sont appeles constantes de relaxation de la 
diffusion D. 

Inegalites de Poinccire. Soit D une contraction. Alors k < 1 si et seulement s 'il 
existe 2 et une constante c^ < n tels que 

pour tout ^ E H. L'inegalite < n est alors vraie pour tout n ^ 2. La valeur optimale 
de la constante c„ est c^ — 1 + k + + . . . + k^~^ . 

Demonstration. On pent supposer, quitte a considcrer I'orthogonal des points fixes, 
que D est sans point fixe. L'inegalite revient a dire que I'operateur AT est positif, oil 

A = Ai = Id - D et T = c„ - (Id + D + . . . + D""^). 

Or ceci est equivalent a la positivite de T. En effet A est positif et injectif done d'image 
dense, et en ecrivant ^ = lim -\/ACn) obtient 

{n I = lim {T^in I ^in) = lim( AT^„ | Q ^ 0. 

n n 

La reciproque est evidente. On a pour ^ k ^ 1, 

D <^ Id + L> + . . . + L>"-^ ^ 1 + K + + . . . + k"-^ 
et K < 1 <^ 1 + K + + . . . + k"-^ <n. ■ 
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Definition. Les constantes Cn appelees constantes de Poincare de la diffusion D. 
Soit r un groupe de type fini. 

Fixons comme dans I'exemple ci-dessus un systeme generateur S symetrique fini 
deT et u une marclie aleatoire invariante symetrique de support S. Etant donnee une 
representation vr de F sur un espace de Hilbert H, on note D^^t^ la marclie aleatoire 
associee sur S°° C H, et k(z/, vr), c„(z/, tt) les constantes correspondantes. 

Notons que (par des considerations barycentriques evidentes) F a la propriete T si 
et seulement si pour toute representation vr, on a 

k(z/, tt) < 1. 

Les inegalites de Poincare et Dirichlet s'ecrivent 

c„(z/, tt) < n. 

On voit alors facilement du fait qu'elles sont atteintes que les constantes k(z/, tt) et 
Cnii'.T^) sont alors uniformes en tt (considerer une suite Tin de representations pour 
lesquelles la constante tend vers la valeur maximale et faire la somme directe de ces 
representations). En d'autres termes si Ton note 

/t(F, i^) = sup k(z/, tt) et c„(F, z/) = sup Cn(z/, tt), 

7r TT 

alors F possede la propriete T de Kazhdan si et seulement si Vune des inegalites 
equivalentes k(T, u) < 1 ou c„(F, p) < n est verifiee (n^ 2). 

Nous renvoyons a [23 1211 Pour ce qui precede. 



7. Le point de vue spectral 

Le but de ce paragraphe est la demonstration des theoremes spectraux enonces au 
cours de I'introduction (th. [T]et Ej). 

1. Marche aleatoire sur une relation d'equivalence. Soit R une relation d'equi- 
valence mesuree sur un espace de probabilite (X, /i). 

Une marche aleatoire sur (les orbites de) R est la donnee d'une famille mesurable 
de mesures de probabilite {i'x)xex telle que soit supportee sur I'orbite de x. Plus 
precisement, u : R —>■ [0 , 1] est une fonction mesurable definie sur R telle que la somme 
de chaque fibre liorizontale R^ soit 1. On notera z/(x y) = v{x^y). (Observons 
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que u s'etend naturellement par equivariance en une marche aleatoire u sur I'ensemble 
denombrable quasi-periodique i?, au sens de jH], en posant z/((x, y) (x, z)) = z/(y 
z). Nous avons choisi ici de travailler avec v plutot que v pour simplifier les notations.) 

Definition. Une marche aleatoire v est dite symetrique relativement k fi si 



u(x y)^/S{x,y) = v{y x)^5{y,x). 
oil 5 est la fonction modulaire de fj,. 

Rappelons que S verifie I'equation 

dHx,y) = 6{x,y)dl)~^{x,y), 

oil {y,x) = {x,y)~^ est I'inversion (ainsi est la mesure de decompte vertical). 

Exemple. Soit R une relation d'equivalence mesuree sur un espace borelien standard 
(X, /i). Soit K un graphage symetrique u.l.b. de R. La marche aleatoire reguliere sur 
K est definie par 

vk{x ^y) - 



X] 



si (x, y) G -ft' et sinon. Elle est symetrique relativement a la mesure jl definie par 

djl{x) = 6{x)dfi{x) 
(equivalente a /i) oil 6{x) = X](xy)eA'^ V ^iv^ -^'^ ^^^^ ^ 

6{x) 



6{x,y) = 6{x,y) 



Definition. On dit qu'une marche aleatoire v sur les orbites de R est symetrique 
bornee si v est symetrique relativement a fi, si son support 

K = supp(z/) = {{x,y) G R I z/(x ^ y) > 0} 

est un graphage symetrique de R, et s'il existe un nombre reel rj > verifiant v{x — > 
y) ^ Tj pour presque tout {x,y) G K. 

Pour tout graphage symetrique u.l.b. K de R, la marche aleatoire reguliere uk as- 
sociee est symetrique bornee. 



Integration d'une marche aleatoire a coefficients dans une representation. Fixons 
une marche aleatoire u sur les orbites de R symetrique relativement a fi, de support un 
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graphage symetrique K de R. Etant donnee une representation vr de i? sur un champ 
d'espaces de Hilbert H de base X, on construit une famille mesurable de marches 
aleatoires operant sur les sections mesurables de H en posant 

Cette famille definit un operateur hermitien D^ .,, sur I'espace L'^{X^ H) des sections de 
carre integrable sur X ; en effet 

{DuA \v) = {^{x y)'^{x,y)^y I r]^)di){x,y) = | D^^^t]). 
Jk 

De plus Di^ T, est borne de norme ^ 1 du fait que, pour presque tout x, 

On obtient ainsi une diffusion hilbertienne, dont on note k,-„- la plus grande valeur spec- 
trale non triviale (cf ^H])- 

Definition. On dira que D^^^^ est la diffusion hilbertienne associee a v et it. 

Constantes de Poincare. Si alors ^ G L'^{X,H) est un champ de carre integrable 
sur X on note 

E^iO = Ed.AO = m\' - {D.A \ 

et 

i?.,2(o = ^D,,..(0 = iieir-iii^.,.eir, 

et on appelle (seconde) constante de Poincare de n associee k u la. plus petite constante 
C2(vr) verifiant 

Remarque terminologique. Une diffusion sur un espace X est, au sens de j^Hli une 
application x = ^{x ■) de X vers les mesures de probabilite sur X, e.g. une 

marche aleatoire. Une codijfusion sur un espace H est une application c des mesures 
de probabilite sur H vers H, telle que I'image d'une mesure de Dirac 6^ soit ^ et telle 
que c~^(^) soit convexe pour tout ^ (cf. j2ni)- Lorsque H est un espace de Hilbert, la 
codiffusion naturelle est I'application (affine) de centre de masse 

c{u) = f ^duiO- 

J H 

Etant donnee une representation de R sur un champ hilbertien iJ, on obtient un 
operateur lineaire qui a un champ de vecteurs ^ associe 
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oil ^ est I'extension equivariante de ^ a (Pensenible denombrable quasi-periodique) R 
dcfinic par = 7r{x, y)^y pour x ^ y, et Cx est la codiffusion naturelle sur H^. 

C'est cet operateur, restreint aux champs de carre integrable, que nous avons appele 
diffusion. 



Gradient d'un champ de vecteurs. Etant donne un champ de vecteurs 

on definit son gradient 
par I'expression 

d^{x,y) =n{x,y)iy- ix- 

Une marche aleatoire v sur R definit canoniquement une mesure de probabihte f),^ 
sur R par I'expression 

(oil K est une partie borehenne de i?) . Si / : i? ^ if est une fonction de carre integrable 
pour on pose 



\\f{x,y)\\''d^,{x,y)= Yl \\f{X:y)\\M^^y)dl^ix). 

Alors pour tout champ ^ e L'^{X, H) de carre integrable, d^ e -£/^(i?, H, f),^) et on a 

E.{i) = \\\di\\l=\j^ J2 Mx,y)^y-mMx^y)di^{x) 



qui coincide done avec I'energie locale moyenne 



ou 

EJf.x) = ^ 



E^{^)= [ E,{i,x)dfi{x) 
Jx 

^7r(C,a:) = ^ \\7r{x,y)^y-^x\\Mx ^y)- 



{x,y)eR 
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2. Caracterisations spectrales. Commengons par montrer le lemme suivant. 

Lemme 25. Soit R une relation d' equivalence ergodique. On fixe une marche 
aleatoire v symetrique relativement a une mesure de probabilite fi, dont le support 
K engendre R. Soit tt une representation de R. 

i. Tc contient des champs invariants non triviaux si et seulement si D^ .^ a des points 
fixes non triviaux. 

a. Si < 1, alors pour toute suite presque invariante ^"^ telle que \ \^^\\x ^ g{x) 
pour une fonction g G L^(X), il existe (a extraction pres) une suite de champs 
invariants tels que 

pour presque tout x G X. 

Hi. Reciproquement, si v est bornee, si K ne contient pas de suites de F0lner 
evanescentes (cf. \41]l ), et si pour toute suite presque invariante telle que ||^"||2 = 1 
ll^xlU ^ di.^) pour une fonction g G L'^{X), il existe (a extraction pres) une suite 

de champs invariants tels que 

pour presque tout x & X, alors K,r < 1- 

Demonstration, i. Soit ^ un champ fixe par Dy .,^. Alors Et^{^) = 0, done 7r{x, y)^y = 
pour presque tout {x,y) dans K = supp(z/). Comme K engendre R, ^ est un champ 
invariant. 

a. Montrons que si la conclusion est fausse, alors = 1. Notons V C L'^{X,H) 
I'orthogonal dans L'^{X,H) du sous-espace engendre par les vecteurs invariants. Par 
hypothese il existe, quitte a extraire, une suite ^„ G de champs de vecteurs (e^, 
invariants (oil — >■ et f)i(-Fn) 0) qui soit uniformement bornee par une fonction 
g e L"^ et telle que H^nlb = 1- Alors i)u{Fn) ^ 1 et 

E^i^n)^Sn u{x ^ y)dl){x,y) + {g{x) + g{y)fd\)y{x,y). 
Jf„ Jk\f„ 

Done Ej^i^^n) 0. Ceci entraine que = 1. 

Hi. Reciproquement supposons par I'absurde que = 1 et obtenons une contra- 
diction. Considerons done une suite ^" G de champs de vecteurs X ^ H, de norme 
||^"'||2 = 1, et dont I'energie tend vers 0. Quitte a extraire on pent supposer cette 
suite presque invariante. En effet pour tout k I'energie de ^" relativement a la marche 
aleatoire en k pas (de support K'^) converge vers avec n, et cette marche etant bornee 
pour tout k, on conclut par extraction diagonale. 
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Fixons 7] ^ 1. D'apres le lemme il existe quitte a extraire une suite (?7„) de 
nombres reels convergant vers rj (en decroissant), telle que la suite {A^) definie par 

An = {- ^iril^^n}. 

soit asymptotiquement invariante, et de mesure convergeant vers 5 G [0, 1]. Comme K 
ne contient pas de suites de F0lner evanescentes, R est fortement ergodique, done cette 
suite est triviale, i.e. 5 = ou 1. 

Si (5 = 1 on pent modifier la valeur de ^" sur le complementaire de par un 
champ unitaire rf^ G quelconque, et obtenir ainsi une suite presque invariante 
et dominee (par la fonction constante r/ + 1), dont la norme ne tend pas vers 0, et 
est a distance uniformement < 1 (pour la norme LP') de ^" G V, oil ||^"|| = 1. Ceci 
contredisant les hypotheses, on a 5 = 0. 

En particulier pour tout rj ^ 1 on obtient /i(A^) — > 0, oil 

Al = {- ^ WCW ^ v} 

V 

(quitte a extraire). Par procede diagonal, on pent done trouver une suite extraite de 
(^"), encore notee H^), de sorte que //(A„) 0, oii 

An = {-^\\C\\^n}. 
n 

Considerons la fonction definie par 

Ux) = si WCW ^ - et Ux) = lieiP sinon. 
n 

Ainsi fn G L^{X) et ||/n||i — > 1- (Nous nous ramenons ici a un argument de Connes- 
Feldman- Weiss |13, page 441]). Notons que 

L'EiU) = /" V \fniy) - fnixMx ^ y)d^i{x) ^ 0. 



^ {x,y)&R 



En effet 



^ Jr 

^ ^ + 2-/E(e)||e||2^0 

oil la deuxieme inegalite resulte de I'inegalite de Cauchy-Schwarz. Deduisons en I'exis- 
tence de suites de F0lner evanescentes dans K. Soit !„ la fonction caracteristique de 
[a, oo[c R. Pour t, t' ^ on a 



t= la{t)da et \t-t'\= \la{t) - la{t') 

Jo Jo 



Ida. 
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Soit e > et n suffisament grand pour que 

L'E{U)<r]e\\U\\i 

et fi{fn = 0} ^ 1 — £, ou ?7 > est une constante telle que ^{x —^y)^rj sur K. Posons 
/ = fn- D'apres le theoreme de Fubini on a, en notant fa = ^a- f, 

\fa{y) - fa{x)W{x y)(tt){x,y)da < rje fad\)yda. 

'0 JR JJ 

Considerons done a > tel que 



\fa{y) - fa{x)\v{x y)d\){x,y) <r]e I fad\)u 

Jr 

et notons Q = {fa = 1}. On a 

\fa{y) - fa{x)\d[)^{x,y) ^ j y^\fa{y) - fa{x)\u{x ^ y)dll{x) 



j \^Xn{x)v{y xyj \ fa{y) - l\d^i{y) 
f Xn{x)v{y -> x) j \ fa{y) - lW{y) 



^ V / \faiy)-imy) 
Jan 



Ainsi 



nidK^) < efi{n) et < ^ e. 
Done K contient des suites de F0lner evanescentes, ce qui contredit les hypotheses. 



Definition. Soit Q un espace singulier. On appelle marche aleatoire Q-periodique 

(symetrique, hornet) la donnee d'une desingularisation discrete p : X ^ Q de Q et 
d'une marche aleatoire (symetrique, bornee) v sur les orbites de la relation Rp. 

Plus precisement, la marche aleatoire Q-periodique associee a cette donnee est par 
definition la marche aleatoire v sur Vensemble denombrable Q-periodique Rp definie 
par 

^{{.x.y) {x,z)) = iy{y -> z) 
(i.e. V est V extension equivariante de u a Rp). 

Remarque. De meme que dans [Hj, p ei p correspondent aux deux points de vue 
transverse et longitudinal pour un meme objet. 



Passons a la demonstration des theoremes spectraux. 
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Definition. Soit R une relation (inequivalence mesuree sur un espace de probabilite 
{X,fi), et V une marche aleatoire sur cette relation. La diffusion simple associee v est 
I'operateur de diffusion Dy = D^^, agissant sur LF'{X), associe a la representation 
triviale de R. 

Theoreme 26. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Si Q est de type 
II, il possede un quotient moyennable si et seulement si les diffusions simples associees 
aux marches aleatoires Q-periodiques symetriques bornees n'ont pas de trou spectral. 

Ce tlieoreme resulte immediatement des resultats de (cf. th. 14) et du theoreme 
suivant, qui est a rapprocher des resultats obtenus par K. Schmidt dans ^5] pour des 
actions IIi de groupes denombrables (cf. prop. 2.3). Nous renvoyons egalement ici a 

m- 

Theoreme 27. Soit K un graphage symetrique borne d'une relation d' equivalence 
ergodique sur un espace de probabilite (X, /i). On note v = vk la marche aleatoire as- 
sociee a K . Alors K contient des suites de F0lner evanescentes (cf. IJi^ ) si et seulement 
si = 1. 

Demonstration. Montrons d'abord que si K contient des suites de F0lner evanescentes, 
alors = \. Soit une suite de F0lner dans K et An = AnH- Ok An. Considerons 
I'espace H des fonctions orthogonales aux constantes. Alors fn = XA ~ A*(^n) de Xa 
sur H est une suite non triviale de points presque fixes pour D^, cf jlHlllSlEn] (cette 
observation est diie a K. Schmidt). Explicitement, 

{DKfn \ fn) = I y2^AS^)^'ASy)^^^ y)dlJ^{x) - ^{AnY ^ /i(A„) - /i(A„)^ 

■^^ y 

et = /i(Z„) -^(A„)2. 

Reciproquement supposons que K ne contienne pas de suites de F0lner evanescentes, 
et montrons que la marche aleatoire i' associee a K verifie < 1. Verifions les hy- 
potheses du lemmeESK^i). Soit ^„ une suite presque invariante dominee et le champ 
defini par 

c = c- [ &f^- 

Jx 

Alors ^ presque surement quitte a extraire (cf. lemme I^Tj) . et le theoreme en 
resulte. ■ 

Nous pouvons maintenant achever la demonstration du lemme |^ 



38 



Lemme 28. Soit R une relation d' equivalence fortement ergodique de type fini sur 
un espace de probabilite {X,fi). On suppose que fi est une mesure de probabilite invari- 
ante et on considere une suite (^^ : X — >■ H)n presque invariante pour la representation 
triviale de R sur un espace de Hilbert H , dominee par une fonction g G L^{X), et telle 
que 

II / Cdfi\\-^nO. 

Jx 

II existe une suite extraite de (C,^) qui converge presque surement vers 0. 

Demonstration. Soit EJ^ une suite presque invariante dominee. R etant une relation 
d'equivalence de type IIi fortement ergodique de type fini, elle possede un graphage 
K symetrique borne ne contenant pas de suites de F0lner evanescentes (cf. La 
marche aleatoire v = vk associee a K definit une diffusion D = agissant sur L'^{X) 
et possedant un trou spectral. Soit H un espace de Hilbert et = la diffusion 
associee a la marche aleatoire v et la representation triviale de R sur X x H. Alors D 
possede un trou spectral si et seulement si en possede un (comme on le voit par 
exemple a I'aide des inegalites de Poincare). Ainsi le lemme OHl ii. montre qu'il existe 
(quitte a extraire) une suite de champs invariants tels que 

IIC-CIU-0 

pour presque tout x G X. Les champs invariants sont essentiellement constants, notons 
G if la valeur essentielle de Alors I'hypothese 

II [ Cd^^\\ ^nO 

Jx 

entraine que ||Cn||_ff et le lemme en resulte. ■ 



Concluons ce paragraphe par la preuve du theoreme El Rappelons que les diffu- 
sions hilbertiennes associees a une marche aleatoire u sur les orbites d'une relation 
d'equivalence mesuree sont les operateurs D^t, definis au paragraphe precedent (as- 
socies a chaque representation hilbertienne vr de cette relation d'equivalence). 

Theoreme 29. Soit Q un espace singulier ergodique. Alors Q possede la propriete 
T de Kazhdan si et seulement s'il existe une marche aleatoire Q-periodique symetrique 
dont les diffusions hilbertiennes possedent un trou spectral. 

Demonstration. Soit Q un espace singuher ergodique possedant la propriete T. Alors Q 
est de type fini et possede une desingularisation de type IIi sur un espace de probabilite 
{X, fi). Cette desingularisation ayant elle-meme la propriete T, elle possede un graphage 
K symetrique u.l.b. ne contenant pas de suites de F0lner evanescentes. Soit u = uk la. 
marche aleatoire reguliere associee a K, qui est symetrique bornee relativement a fi. 
Soit TT une representation de R. Le theoreme EDI montre que pour toute suite presque 
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invariante ^"^ telle que | \Cx\\x ^ g{x) pour une fonction g G L^(X), il existe (a extraction 
pres) une suite (n de champs invariants tels que 

1 1 ~ Cx I U ^ 

pour presque tout x G X, et d'apres le lemmel^m.. on a < 1. 

Reciproquement supposons qu'il existe une marche aleatoire symetrique sur une 
desingularisation p : X ^ Q de Q dont les diffusions hilbertiennes possedent un trou 
spectral. Soit vr une representation de Rp contenant une suite ^" presque invariante 
dominee telle que ||i^"||2 = 1- Le lemme EHl ii. entraine qu'il existe une suite Cn de 
champs invariants tels que 

ir-cib-o. 

Comme ||^"'||2 = 1, on obtient HC^Ib 7^ pour n grand, done vr contient des champs 
invariants non triviaux. Done i? a la propriete T (et Q egalement). ■ 

Remarques. 1 - Observons que si Q possede la propriete T, on pent choisir une 
marche aleatoire Q-periodique satisfaisant a la conclusion du theoreme qui soit symetrique 
bornee. 

2 - Soient R une relation d'equivalence mesuree et u une marche aleatoire sur ses 
orbites. On definit 

K{R, Z/) = sup Kjy^TT, 
TV 

et de meme Cn{R, v). II resulte ainsi du theoreme ci-dessus que s'il existe une marche 
aleatoire z/ symetrique bornee (relativement a une mesure de probabilite /i) telle que 
C2{R,i') < 2, alors i? a la propriete T de Kazhdan (I'hypothese d'ergodicite n'ayant 
pas ete utilisee pour cette implication). Ce resultat sera utilise sous cette forme au ^IHU 
qui suit. Notons egalement que, de meme que dans le cas des groupes, les constantes 
,r et Cn{R, vr) sont uniformes en vr lorsque R possede la propriete T. 



8. Le critere Ai > 1/2 

Soit Q un espace singulier. Dans ce paragraphe nous donnons un critere, portant sur 
la structure locale des complexes simpliciaux Q-periodiques de dimension 2, qui entraine 
s'il est satisfait que I'espace singulier Q est un espace de Kazhdan. L'origine de ce critere 
se situe dans les travaux de Garland sur la cohomologie de groupes d'automorphismes 
d'immeubles de Bruhat-Tits cocompacts j2Sl^- Nous reprenons ici la demonstration 
de ce resultat donnee par Gromov 25^. 

Suivant Garland, cette demonstration s'effectue en deux etapes, 

1) I'etude spectrale de la geometric locale (des « links ») du complexe simplicial. 

2) « I'integration » des donnees spectrales locales en une inegalite de Poincare 
globale entrainant la propriete T (etape dite de « geometric integrale » dans j2Sl)- 



40 



Le concept d'energie introduit par Gromov j2SI dans ce contexte est essentiel pour 
I'etape 2 : il est lineaire relativement a I'operation d'addition (moyennisation) des diffu- 
sions (i.e. des marches aleatoires) et, par suite, les inegalites de Poincare s'integrent. La 
premiere etape est classique. Une source importante de polyedre satisfaisant au critere 
local est donnee par certains immeubles de Bruhat-Tits (de rang 2). Les proprietes 
spectrales de leurs links (des immeubles spheriques) ont ete etudiees par Feit-Higman 

m- 

Passons maintenant a la demonstration du theoreme annonce (dont nous rappelons 
I'enonce ci-dessous). La procedure decrite ci-dessus necessite d'etudier le comportement 
de la marche aleatoire, sur le complexe simplicial, et sur ses links ; nous commengons 
par les links. 

1. La condition Ai > 1/2. Soil L un graphe fini non oriente. On note T{y) la 
valence d'un sommet y dans L. La marche aleatoire uniforme sur L est donnee par 

u{y z) = l/r(y) 

si (y, z) G L^^^ est une arete de L et z/(y ^ z) = Q sinon. EUe est symetrique relative- 
ment a la mesure stationnaire iiiy) = r(?/)/2r, oii r est le nombre d'aretes de L. En 
d'autres termes on a 

M^^iy ^ z) = n{z)v{z y) 

pour tout y,z E X. 

On note Dl : ^^(i^^°\ /i) ^ ^^(i^^°\ /i) la diffusion associee, agissant sur les fonctions 
complexes definies sur les sommets de L, selon la formule 

Le produit scalaire sur £^(L^°\/i) est donne par 

{f\9) = J2fiy)'9¥)M- 

Dl est un operateur hermitien et le laplacien associe = \d — est positif, de 
noyau les fonctions constantes (on suppose L connexe). 

Le spectre de L est par definition I'ensemble des valeurs propres A^. Le trou spectral 
de L est la plus petite valeur propre non nulle et se note Ai(L). 

Soit H un espace de Hilbert. On etend en un operateur borne encore note 
agissant sur £^(L*-°-', H, /x). II est hermitien pour la norme hilbertienne et sans point fixe 
sur I'orthogonal des constantes ; sa plus grande valeur propre est encore k = 1 — Ai(L). 
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Soit i^oo(z/ z) — ii{z) la marche aleatoire stationnaire associee a u. L'inegalite de 
Dirichlet-Poincare correspondante s'ecrit 

ou 

Coo = 1 + K + + 

En d'autres termes on a, 

pour toute fonction { e £^(L(°), i7, /x). 

2. Geometrie locale et integrale. Soit Q un espace singulier de type fini. On 
considere un complexe simplicial Q-pcriodiquc Ti.l.f. E dc dimension 2 et on note E ^ Q 
la desingularisation simpliciale associee a S. L 'ensemble X des sommets de E est un 
espace borelien standard muni d'une relation d'equivalence R a classes denombrables, 
qui determine une desingularisation discrete de Q ; etant donnee une mesure de prob- 
abilite quasi-invariante /i sur X, on note 5 le cocycle de Radon-Nikodym associe a 

Definition. Le link en un sommet s deT, est le graphe fini dont les sommets sont 
les aretes de E issues de s et les aretes les triangles de E issues de s. 

Theoreme 30. Soit Q un espace singulier de type fini, E un complexe simplicial 
Q-periodique u.l.f. de dimension 2, et E la desingularisation simpliciale associee. On 
fixe une mesure quasi-invariante ji sur la transversale des sommets X — E^^^ C E 
on considere un nombre reel 1 tel que 

5-^ ^5{y,z)^5^ 

pour presque toute arete {y,z) de T.^-^\ On suppose que presque tout link L de T, est 
connexe et verifie \i{L) ^ X, oil X est un nombre reel verifiant 

X > 51/2. 

Alors Q possede la propriete T de Kazhdan. 

Demonstration. On note K C Rle graphage de R associe au 1-squelette E^^) de E. Si 
X e X est un sommet de E, on note son link dans E, et Xi{x) la plus petite valeur 
propre non nulle dc L^. Enfin, on note r{y, z) le nombre de triangles de E contenant 
I'arete (y, z) e et t{x) le nombre de triangles attaches au sommet x & X dans E. 



1 

ML)- 
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Supposons Ai(a;) ^ A et considerons une representation tt de R. Soit ^ : X — > if un 
champ dc carre integrable. Par hypothese on a, en notant ^ I'extension equivariante de 
^kR (definie par ^^{y) = 7r(a;, y)^y pour x r^nv), 

ou u^^y z) = 1/T{x,y) est la marche aleatoire uniforme sur le graphe fini L^, 
symetrique relativement a la mesure stationnaire fixiv) = '^{x,y)/2T{x), et ^^{y 
z) = t{x, z)/2t{x) est la marche aleatoire stationnaire correspondante. Explicitement, 
cette inegalite s'ecrit 

^ E \my,z)\\'T{x,y)T{x,z)^j J2 iK(y,^)ir- 

Par ailleurs on a 

/ E \my:^)\\'dM^) = / E E \my:z)\M^:y)dM 

E \my,z)\W{y,z)di,{y) 



ou 



{x,y,z)eT. 

(la somme porte sur les triangles contenant {y,z)), et 



X 



i-T E \\dCiy,zWT{^,yM^,^Wi^) 



2t{x) 



y,zeL 



(0) 



= / E E 7rr^^ix,yM^,^)^i^,y)dM 



2~y 



{x,y)eK 

On a 

E 7-5(2/,^) = '^rs{y,z) = 2Ts{y), 

z^y z^y 
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de sorte que, en definissant 

u{y z) 



'2rs{y) 
et 



u{y z) 



on obtient une inegalite de Poincare, 

"^^ (y,z)&R {y,z)&R 
ou dp.{y) = 2Ts{y)dfi{y). Remarquons que ft est symetrique relativement k u et u. 

II est facile de voir que si /x est invariante, alors u = est la marche aleatoire en 
deux pas associee a z/ (ainsi R possede la propriete T si A > 1/2, comparer a [iUl liU]). 
Sinon on a 

,.2^, ^ \^ Ts{y,x)Ts{x,z) 

^ " 2rsiy) 2rsix) ' 

Par hypothese Ts{x,y) ^ 6^T{x,y), ts{x, z) ^ 5/^t(x, z) et ts^x) ^ t{x)/6^ ; done 

u\y ^z)^ 6lu{y ^ z) 
et on obtient I'inegalite de Poincare 

Done R (ainsi que Q) a la propriete T si A > 5^/2. ■ 



Corollaire 31. Le 1-squelette d'un complexe simplicial Q-periodique satisfaisant 
aux hypotheses du theoreme ne contient pas de suites de F0lner evanescentes. 

En effet la diffusion simple associee a la marche aleatoire sur le 1-squelette de ce 
complexe possede un trou spectral. 

3. L'espace des immeubles A2. II existe une infinite non denombrable d'im- 
meubles A2 d'epaisseur fixee. Au cours d'une discussion avec Etienne Ghys, nous avons 
constate qu'il etait possible de construire une lamination compacte dont l'espace des 
feuilles coincide avec I'ensemble de ces immeubles. L'existence de cette lamination fut 
I'une des motivations de cet article. Le link d'un immeuble de type A2 verifie le critere 
Ai > 1/2, mais l'existence de mesures invariantes sur cette lamination n'est pas claire 
a priori. Etant donne que nous entreprenons une etude detaillee de cet espace dans 
OIH], en collaboration avec Sylvain Barre, il est inutile que nous en disions davantage 
ici. 
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